

三角形的迭代
 九鼎
         中学的数学科目中，最重要但也最难的大概是平面几何。学生们能从几何定理的严格论证中学到逻辑推理的基本原则和方法，而数学推理的能力培养无疑是中学生思维训练中极其重要的一环。
         由于中国的中学生通过老师的授课和课后的作业得到了大量的训练，几何证明的能力普遍比美国的同类学生要强，这也可从两国所用的几何教科书的比较中看出差别。中国的几何教学注重证明技能的掌握，而美国的方式则更多地和应用挂钩。中国的几何教科书充满浓厚的数学味道，而美国的书则又厚又重，不是因为书中处处都有证明，而是因为到处可见日常生活中与几何密切相关的例子。
        如果我们随机地各取两国的一个学生同时证明一个几何命题，比如说“证明三角形的三条垂线相交于一点”。中国学生胜出的概率几乎是百分之一百，因为类似的强化训练早让该学生对此类证明方法娴熟于心而毫不费力，美国学生因而败下阵来。
        然而，如果我们让两国学生做一个与平时的授课内容看上去不太相关的“project”，结果会是怎样？比如说，我们有下面的这个论题：
        取一个任意的三角形A0B0C0，作它的内切圆，三个切点确定一个新的三角形A1B1C1。然后对后者做同样的事。这个过程称为迭代。如果我们一次一次不停顿地迭代下去，就得到一个迭代三角形的序列。很显然，它们的尺寸越来越小，最后趋向于0，但我们的问题是：这些三角形的形状最终会是怎样呢？
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         我们不打算让两国学生打擂台比赛，但是指出一点：中国学生也许认为这个问题与课本中的几何定理没有多大关系，或与高考更没有什么联系，因而对此嗤之以鼻，或兴趣不浓；而美国学生或许会认为这个题目太有趣了而大叫一声“cool”，他们想探索一下结论到底是什么？这两种态度都可合理解释，中国学生功课太紧而无暇顾及其他，美国学生有的是精力和时间，这类问题正好能满足他们的好奇心。

        我们现在就先满足读者的好奇心吧。但是在阅读下面的分析和解答前，希望你自己拿一支笔做些试验，然后想出一个办法求解它。

         如果我们仔细看一看上面图示中的前三个三角形，它们的形状似乎越来越接近等边三角形的形状。但这仅仅是关于一个迭代三角形序列的观察。如果第一个三角形（称为初始三角形）选为任何其他形状，譬如说一个角是钝角，结果也会是这样吗？或迭代三角形的最终形状也依赖于初始三角形的形状？
        研究迭代最终走向问题的关键思路是能否找到这个迭代过程的一般规律，即下一次的迭代三角形和目前的迭代三角形的关系如何？如果能找到这样的一般关系，就可采用数学归纳法得到第n个迭代三角形与初始三角形的关系。数学就是研究关系学的一门精确学问，而代数表达式就是我们经常孜孜以求显示关系的那个东西。
         好了，我们开始找关系。由于每次迭代所遵循的规则是一样的，我们只须找到第二个三角形的形状与初始三角形形状之间的关系。三角形的形状当然取决于它的三个角，因此我们只要找到新的三角形的角度与旧的三角形的角度之间的关系就行了。这时，平面几何的基本知识派上了大用场。将图中那个大的内切圆的中心记为O，则四边形OB1A0C1可以内接于一个圆（想一想为什么），故角A0加上角B1OC1等于180度。另一方面，角A1是角B1OC1的一半。综合所述得到：角A1等于180度减去角A0再除以2，即

                              角A1 = 90 度 – 1/2角A0。

类似可得

                              角B1 = 90 度 – 1/2角B0，
                              角C1 = 90 度 – 1/2角C0。
        这样我们得到迭代过程的一般关系：
                         角An = 90 度 – 1/2角An-1，
                             角Bn = 90 度 – 1/2角Bn-1，

                             角Cn = 90 度 – 1/2角Cn-1。
        如果我们引入一个线性函数
                         y = 90 – x/2，

则本质上我们要考虑的是关于上述函数的迭代性质。这个函数的图像是一条直线，其斜率为 -1/2，它与对角线 y = x 有唯一的交点 (60, 60)。

x = 60称为函数的不动点。
       任取一个初始点x0，我们迭代函数f(x) = 90 – x/2，得到一个数列
                       x0, x1 = f(x0), x2 = f(x1), …… , xn = f(xn-1), ……。
依次带入函数表达式，就有
         xn = 90 – ½ xn-1 = 90 – ½ (90 – ½ xn-2)  = 90 – 90/2 + 1/22 xn-2
             = 90 [1 + (-1/2)] + 1/22 xn-2 = ……
             = 90 [1 + (-1/2) + (-1/2)2 + …… + (-1/2)n-1] + (-1)n/2n x0 
             = 90 [1 - (-1/2)n]/[1 - (-1/2)] + (-1)n/2n x0
                    = 60 [1 - (-1/2)n] + (-1)n/2n x0 
        由此可见，当n趋向无穷大时，xn总是趋向于60，而无论初始点x0是什么。这就完成了我们的project，其结论是：
定理.   任给一个初始三角形，由内切圆切点确定的三角形迭代序列最终的极限形状总是等边三角形。
         还有其他类型的三角形迭代吗？当然有！例如，我们给读者如下的一个project：

        任取一个三角形A0B0C0，作它的内切圆，连接圆心与三顶点A0、B0、C0的三条直线与圆依次相交于A1、B1、C1，它们形成一个新的三角形A1B1C1。然后对后者做同样的事，并一次次地迭代下去。试问这些三角形最终的形状走向是什么？
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         如果你也解决了上面这个问题，我们邀请你再考虑下面的这个十分有趣但稍难的垂足三角形迭代问题：

         任取一个三角形A0B0C0，由各顶点作其对边的垂线，对应的三个垂足A1、B1、C1形成一个新的三角形A1B1C1。然后周而复始一次次地迭代下去。所产生的垂足三角形序列具有怎样的最终形状？
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        如果你是一个在校学生，对上述问题有了满意的回答，鼓励你向一本中学生数学杂志投稿发表你的高见。如果你一时不能解决它，也不要灰心丧气，须知探索未知的过程本身就像登山一样充满挑战和希望，伴随你的是苦苦的思索和汩汩的灵感。这可比关起房门整天泡在题海里有意思多了，保证让你快乐无穷。祝你成功。
